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考研数学一 ·「曲线曲面积分」一轮复习教案

由定积AI 真题主库派生（零编造 · 零外链）。本章映射主库 **318 题**，覆盖 **5 个知识点**；例题、答

案、易错点、压轴题均取自可作答题目。

一、考情分析

「曲线曲面积分」是考研数学的考点，章内主库题量 318 题，难度分布：基础 68 · 进阶 93 · 掌握 97 ·

提高 3 · 挑战 57。

知识点覆盖：曲线积分（175 题）；曲面积分（92 题）；格林公式（21 题）；高斯公式（20 题）；斯托克

斯公式（10 题）

二、历年命题规律（方向分析）

节点 题

量

考

频

典型抓手

曲线积分 175 高

频

概念偏差；检查计算过程；常见粗心

曲面积分 92 中

频

常见粗心；忘记乘3；约分错误

格林公式 21 基

础

公式记忆错误；记忆格林公式条件不完整；混淆了公式本身的条件与某些推论的

条件

高斯公式 20 基

础

对向量微积分基本运算不熟练；忘记外法向为正的规定；公式符号理解错误

斯托克斯公

式

10 基

础

对旋度公式 ∇×F 的符号不熟悉；未注意右手系定向规则；未正确计算截面三角

形的边长和面积



三、考向预测

**重组（约 50%）**：以 曲线积分、曲面积分、格林公式、高斯公式 为核心，与前后章知识（微

分/积分/级数）交叉命题。

**迁移（约 35%）**：把本章方法迁移到几何/物理建模与含参讨论题。

**创新（约 15%）**：参数讨论型、反例构造型与综合证明型。

四、知识框架

ch10 曲线曲面积分

├── 曲线积分（高频，计算题86、选择题25、证明题25、判断题21）

├── 曲面积分（中频，计算题44、填空题16、证明题15、判断题13）

├── 格林公式（基础，计算题10、证明题4、判断题3、选择题2）

├── 高斯公式（基础，计算题9、证明题5、填空题3、判断题3）

└── 斯托克斯公式（基础，计算题4、判断题2、选择题2、证明题1）

五、题型精讲

题型 1：曲线积分（计算题）

识别标志：题干要求涉及「曲线积分」的概念辨析或计算（本章 175 题，含 计算题86、选择题25、证明

题25）。

典型例题 1.1（基础 · 计算题）：

计算曲线积分 ，其中  是圆  在第一象限的部分。

解析：

Step 1：【思路分析】参数化圆弧，利用弧长元素  与  的关系。　*(3 分)*

Step 2：参数化 ，则 。　*(3 分)*

Step 3： ，故 。　*(4 分)*

✅ 答案：

⚠ 易错点

I = ​ ​ds∫L x + y2 2 L x +2 y =2 a2

ds a

x = a cos t,  y = a sin t,  t∈ [0, ​]2
π ds = a dt

​ =x + y2 2 a I = ​ a ⋅∫0
π/2 a dt = a ⋅2

​2
π

​2
πa2



· 忘记是第一象限，角度应为  —— （粗心大意）

· 漏掉一个  因子 —— （运算失误）

练习：

1. 计算 ，其中  是直线段从  到 。　*（答案： ）*

2. 计算 ，其中  是圆  的上半部分。　*（答案： ）*

3. 设  是抛物线  从  到 ，求 。　*（答案： ）*

4. 设  是圆周 ，则  等于（ ）　*（答案：A）*

---

题型 2：曲面积分（计算题）

识别标志：题干要求涉及「曲面积分」的概念辨析或计算（本章 92 题，含 计算题44、填空题16、证明

题15）。

典型例题 2.1（基础 · 计算题）：

计算第一类曲面积分 ，其中  是锥面  在  的部分。

解析：

Step 1：【思路分析】锥面投影到  平面为圆盘 ， ，

，则 。　*(4 分)*

Step 2： 。　*(6 分)*

✅ 答案：

⚠ 易错点

· 忘记  因子 —— （运算失误）

·  算错为  —— （运算失误）

练习：

1. 计算第一类曲面积分 ，其中  是球面 。　*（答案： ）*

2. 计算第一类曲面积分 ，其中  是球面  的上半球部分（ ）。　*（答

案： ）*

π/2 πa2
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3. 计算 ，  为平面  在第一卦限的部分。　*（答案： ）*

4. 计算 ，  为球面  的上半球面。　*（答案： ）*

---

题型 3：格林公式（计算题）

识别标志：题干要求涉及「格林公式」的概念辨析或计算（本章 21 题，含 计算题10、证明题4、判断题

3）。

典型例题 3.1（进阶 · 判断题）：

判断下列说法是否正确：设 L 是平面上的一条封闭光滑曲线，P(x,y), Q(x,y) 在 L 所围区域 D 内具有一阶

连续偏导数，则格林公式  一定成立。

解析：

Step 1：格林公式的完整条件是：D 是由有限条分段光滑闭曲线围成的有界闭区域；P(x,y), Q(x,y)

在 D（即 D∪L）上具有一阶连续偏导数　*(2 分)*

Step 2：题目仅说「在 L 所围区域 D 内」具有连续偏导数，但未提及边界 L 上的情况以及 D 的闭包

*(2 分)*

Step 3：反例： ，在包含原点的区域 D 内（原点为奇点）格林

公式不成立　*(3 分)*

Step 4：因此该说法缺少关键条件，是错误的　*(1 分)*

Step 5：格林公式的正确表述要求 P,Q 在整个闭区域（含边界）上连续且偏导连续　*(2 分)*

✅ 答案：错误

⚠ 易错点

· 记忆格林公式条件不完整 —— 认为说法正确（概念不清）

· 混淆了公式本身的条件与某些推论的条件 —— 认为区域必须为单连通（概念不清）

练习：

1. 证明格林公式：设 D 是由分段光滑闭曲线 L 围成的平面有界区域，函数 P(x,y), Q(x,y) 在 D 上具有

一阶连续偏导数，则 。　*（答案：证明见解析）*

2. 设  为逆时针方向的圆周 ，则曲线积分  的值为　*（答案：C）*

​(x +∬S y + z) dS S x + y + z = 1 ​2
​3

​ z dS∬S S x +2 y +2 z =2 R2 πR3

​ Pdx +∮L Qdy = ​(∂Q/∂x −∬D ∂P /∂y)dxdy

P = −y/(x +2 y ),Q =2 x/(x +2 y )2

​ Pdx +∮L Qdy = ​(∂Q/∂x −∬D ∂P /∂y)dxdy

L x +2 y =2 4 ​(y dx −∮L
3 x dy)3



3. 设  为  中的有界闭区域，边界  为分段光滑的闭曲线（逆时针方向）。利用格林公式证明：

 其中  是区域  的面积。　*（答案：取 ,  代入格

林公式。）*

4. 判断：格林公式  要求  是  的正向边界（逆时针），

 在  上具有一阶连续偏导数。　*（答案：正确）*

---

题型 4：高斯公式（计算题）

识别标志：题干要求涉及「高斯公式」的概念辨析或计算（本章 20 题，含 计算题9、证明题5、填空题

3）。

典型例题 4.1（挑战 · 证明题）：

设  Ω⊂  是由封闭光滑曲面  S 围成的有界区域，向量场  。证明：

，其中 n 为 S 的单位外法向量。

解析：

Step 1：由高斯散度定理： 　*(2 分)*

Step 2：计算  　*

(2 分)*

Step 3：代入高斯公式得： 　*

(2 分)*

Step 4：证毕。此即高斯散度定理的直接应用：散度在区域上的三重积分等于通量　*(1 分)*

Step 5：进一步分析：该结论对任意以  形式皆可推广，关键在于 div F 的对称性

*(1 分)*

Step 6：当 Ω 为单位球时，右侧可进一步计算为 ，左侧也可直接验证　*

(2 分)*

✅ 答案：证明见解析

⚠ 易错点

· 对向量微积分基本运算不熟练 —— 混淆了散度与旋度的计算公式（概念不清）

· 忘记外法向为正的规定 —— 方向搞反 = 写成 （步骤遗漏）
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1∮∂D y dx) D D P = −y/2 Q = x/2
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2 y +2 z )dV2
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divF = ∂(x )/∂x +3 ∂(y )/∂y +3 ∂(z )/∂z =3 3x +2 3y +2 3z =2 3(x +2 y +2 z )2

​ F ⋅∬S ndS = ​ 3(x +∭Ω
2 y +2 z )dV =2 3 ​(x +∭Ω

2 y +2 z )dV2

F = (x , y , z )n n n

3 ​ r ⋅∫0
1 2 4πr dr =2 12π/5

​ F ⋅∬S ndS = − ​ divFdV∭Ω



练习：

1. 设  是球面  的外侧，则曲面积分

。　*（答案： ）*

2. 证明：若  为封闭曲面（外侧），则

，其中  为  所围区域的体积。　*（答案：利用高斯公式转化为三重积分。）*

3. 设  在闭区域  上有连续的二阶偏导数，且在边界  上 。证明：

其中  是拉普拉斯算子。　*（答案：利用高斯公式和散度定理。）*

4. 判断：若  为分片光滑闭曲面（外侧），  在  围成的闭区域  上有一阶连续偏导数，则高

斯公式  成立。　*（答案：正确）*

---

题型 5：斯托克斯公式（计算题）

识别标志：题干要求涉及「斯托克斯公式」的概念辨析或计算（本章 10 题，含 计算题4、判断题2、选

择题2）。

典型例题 5.1（挑战 · 计算题）：

利用斯托克斯公式计算曲线积分 ，其中 Γ 是平面 x+y+z=1

被三个坐标平面截得的三角形边界，方向与平面法向量 (1,1,1) 构成右手系。

解析：

Step 1：设向量场 ，曲面 S: x+y+z=1, x≥0, y≥0, z≥0　*(1 分)*

Step 2：计算旋度： 　*(1 分)*

Step 3：其中 　*(1 分)*

Step 4：  第一分量 = -2y-2z = -2(y+z)　*(1 分)*

Step 5：类似得 curl F = -2(y+z, x+z, x+y)　*(1 分)*
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V Σ

u(x, y, z) Ω ∂Ω u = 0

​(u ​ +∭
Ω

x
2 u ​ +y

2 u ​) dV =z
2 − ​ uΔu dV∭

Ω

Δu = u ​ +xx u ​ +yy u ​zz

Σ P ,Q,R Σ Ω

​ P dydz +∬Σ Qdzdx + R dxdy = ​ ​ + ​ + ​ dV∭Ω ( ∂x
∂P

∂y
∂Q

∂z
∂R )

​(y −∮Γ
2 z )dx +2 (z −2 x )dy +2 (x −2 y )dz2

F = (y −2 z , z −2 2 x , x −2 2 y )2

curlF = (∂R/∂y − ∂Q/∂z, ∂P /∂z − ∂R/∂x, ∂Q/∂x − ∂P /∂y)

P = y −2 z ,Q =2 z −2 x ,R =2 x −2 y2

∂R/∂y = −2y, ∂Q/∂z = 2z →



Step 6：曲面 S 的单位法向量 　*(1 分)*

Step 7 ： 　 *(1

分)*

Step 8：三角形顶点 (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)，面积 　*(1 分)*

Step 9：由斯托克斯公式： 　*(1 分)*

Step 10：注意曲面定向与边界走向的右手系关系，结果为 -2　*(1 分)*

✅ 答案：-2

⚠ 易错点

· 对旋度公式 ∇×F 的符号不熟悉 —— 旋度计算错误（运算失误）

· 未注意右手系定向规则 —— 法向量方向搞反（概念不清）

· 未正确计算截面三角形的边长和面积 —— 三角形面积算错（运算失误）

练习：

1. 判断：斯托克斯公式  中的曲面  可以是任

意以  为边界的曲面且方向满足右手定则。　*（答案：正确）*

2. 用斯托克斯公式计算 ，其中  为平面  与坐标面围成的三角形

边界，方向按右手定则（从上侧看逆时针）。　*（答案： ）*

3. 利用斯托克斯公式计算 ，其中  为平面  上的单位圆，逆时针方向。　*（答

案： ）*

4. 设  为空间闭曲线，  （ ）。　*（答案：A）*

---

六、方法总结

题型 方法 注意事项

曲线积分 计算题 概念偏差；检查计算过程

曲面积分 计算题 常见粗心；忘记乘3

格林公式 计算题 公式记忆错误；记忆格林公式条件不完整

n = (1, 1, 1)/ ​3

curlF ⋅ n = −2[(y + z) + (x + z) + (x + y)]/ ​ =3 −4(x + y + z)/ ​ =3 −4/ ​3

= ​/23

​ F ⋅∮Γ dr = ​ curlF ⋅∬S ndS = (−4/ ​) ×3 ( ​/2) =3 −2

​ P dx +∮Γ Qdy + R dz = ​ ​ ​ ​ ​ ​∬Σ

dydz
∂ ​x
P

dzdx
∂ ​y
Q

dxdy
∂ ​z
R

Σ

Γ

​ y dx +∮Γ z dy + x dz Γ x + y + z = 1
− ​2

3

​ −y dx +∮L x dy L z = 0

2π

L ​ x dx +∮L y dy + z dz =



题型 方法 注意事项

高斯公式 计算题 对向量微积分基本运算不熟练；忘记外法向为正的规定

斯托克斯公式 计算题 对旋度公式 ∇×F 的符号不熟悉；未注意右手系定向规则

高频错误速查：概念不清 × 254；运算失误 × 176；粗心大意 × 81；步骤遗漏 × 48；计算粗心 ×

26。

七、交互式自测

本章主库可作答题目 318 题，建议按「基础 → 进阶 → 掌握 → 挑战」分层完成：68 / 93 / 97 / 57。

八、压轴题三视角：重组 / 迁移 / 创新

视角 1（重组）：设  为任意一条不经过原点的正向闭曲线，证明 ，其中  为  绕原

点的圈数。

视角 2（迁移）：物体从  提升到 （单位 m），克服重力（  kg）做功最小路径。

视角 3（创新）：设  是球面  的外侧，计算 。

---

九、思维品格加油站

**品格一 · 从局部到整体**：先抓住微元，再沿曲线/曲面累积成整体量。

**品格二 · 联系的观点**：格林、高斯、斯托克斯把不同积分统一为同一思想。

**品格三 · 物理直观**：环流量与通量让抽象积分在物理场景中"看得见"。

考研数学一 ·「无穷级数」一轮复习教案

由定积AI 真题主库派生（零编造 · 零外链）。本章映射主库 **403 题**，覆盖 **6 个知识点**；例题、答

L ​ ​ =∮L x +y2 2
x dy−y dx 2πk k L

(0, 0) (1, 1) 1

S x +2 y +2 z =2 a2
​ x dy dz +∬S

3 y dz dx +3 z dx dy3



案、易错点、压轴题均取自可作答题目。

一、考情分析

「无穷级数」是考研数学的考点，章内主库题量 403 题，难度分布：基础 98 · 进阶 140 · 掌握 104 · 提

高 1 · 挑战 58 · 精通 2。

知识点覆盖：常数项级数（195 题）；幂级数（105 题）；数项级数求和（38 题）；幂级数展开（33 题）；

数项级数审敛（21 题）；函数项级数（11 题）

二、历年命题规律（方向分析）

节点 题

量

考

频

典型抓手

常数项

级数

195 高

频

常见错误；检查计算

过程；概念偏差

幂级数 105 中

频

常见粗心；常见错

误；检查计算过程

数项级

数求和

38 基

础

常见粗心；概念偏

差；常见错误

幂级数

展开

33 基

础

常见错误；常见粗心

错误；常见粗心

数项级

数审敛

21 基

础

常见粗心；当 $ a_n \ge1 a_n^2

\frac1{n^2}$ 的直接联系

函数项

级数

11 基

础

M-判别法需要优级数

收敛；区间外 $

x ^n$ 可能无界；两者有蕴含关系

三、考向预测

**重组（约 50%）**：以 常数项级数、幂级数、数项级数求和、幂级数展开 为核心，与前后章知识

（微分/积分/级数）交叉命题。

时不等式反向；无法建立 与



**迁移（约 35%）**：把本章方法迁移到几何/物理建模与含参讨论题。

**创新（约 15%）**：参数讨论型、反例构造型与综合证明型。

四、知识框架

ch11 无穷级数

├── 常数项级数（高频，计算题77、选择题35、判断题32、证明题31）

├── 幂级数（中频，计算题35、填空题23、选择题22、判断题13）

├── 数项级数求和（基础，计算题27、选择题5、填空题5、证明题1）

├── 幂级数展开（基础，计算题18、填空题13、判断题1、选择题1）

├── 数项级数审敛（基础，计算题9、证明题4、选择题4、判断题3）

└── 函数项级数（基础，计算题3、填空题3、判断题2、选择题2）

五、题型精讲

题型 1：常数项级数（计算题）

识别标志：题干要求涉及「常数项级数」的概念辨析或计算（本章 195 题，含 计算题77、选择题35、判

断题32）。

典型例题 1.1（基础 · 填空题）：

判断  收敛性

解析：

Step 1： ，  级数收敛，比较判别法　*(10 分)*

✅ 答案：收敛

⚠ 易错点

· 计算过程不够仔细 —— 计算粗心导致答案错误（计算粗心）

· 基本公式不牢固 —— 公式记忆不准确导致系数错误（概念不清）

练习：

1. 判断  收敛性　*（答案：收敛）*

​ ​∑n=1
∞

n +12
1

​ <n +12
1

​n2
1 p = 2

​ ​∑n=1
∞

nn
n!



2. 判断级数  的敛散性。　*（答案：收敛）*

3. 级数  收敛的条件是（ ）　*（答案：C）*

4. 判断：  收敛。（ ）　*（答案：正确）*

---

题型 2：幂级数（计算题）

识别标志：题干要求涉及「幂级数」的概念辨析或计算（本章 105 题，含 计算题35、填空题23、选择题

22）。

典型例题 2.1（基础 · 计算题）：

求幂级数  的收敛半径和收敛域。

解析：

Step 1：系数 ， 。　*(4 分)*

Step 2：端点：  时  发散；  时  收敛。　*(3 分)*

Step 3：故收敛域 。　*(3 分)*

✅ 答案： ，收敛域 

⚠ 易错点

· 未检验  发散 ——  但收敛域写 （步骤遗漏）

· 比值计算错误 —— （运算失误）

练习：

1. 求幂级数  的收敛域与和函数　*（答案： ， ）*

2. 求幂级数  的收敛半径和收敛域。　*（答案： ，收敛域 ）*

3. 求幂级数  的和函数　*（答案： ）*

4. 求幂级数  的和函数。　*（答案： ， ，且 ）*

---
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题型 3：数项级数求和（计算题）

识别标志：题干要求涉及「数项级数求和」的概念辨析或计算（本章 38 题，含 计算题27、选择题5、填

空题5）。

典型例题 3.1（基础 · 计算题）：

求级数  的和。

解析：

Step 1：【思路分析】裂项相消。 。　*(3 分)*

Step 2： 。令 ，极限为 。　*(6 分)*

Step 3：验证：  部分和依次为 ，趋于1。　*(1

分)*

✅ 答案：

⚠ 易错点

· 误用比较法，  的级数收敛，该级数与  同阶 —— 判为发散（概念不清）

· 裂项时符号搞反 —— （运算失误）

· 部分和写成  —— （粗心大意）

练习：

1. 求幂级数  的和函数，并求收敛域。　*（答案： ）*

2. 求幂级数  的和函数。　*（答案： ）*

3. 下列级数中收敛的是：　*（答案：B）*

4. 幂级数  的收敛半径是：　*（答案：C）*

---

题型 4：幂级数展开（计算题）

识别标志：题干要求涉及「幂级数展开」的概念辨析或计算（本章 33 题，含 计算题18、填空题13、判

断题1）。

典型例题 4.1（基础 · 填空题）：
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将  展开为  的幂级数

解析：

Step 1： 　*(10 分)*

✅ 答案： ，

⚠ 易错点

· 计算过程不够仔细 —— 计算粗心导致答案错误（计算粗心）

· 基本公式不牢固 —— 公式记忆不准确导致系数错误（概念不清）

练习：

1. 将函数  展开成  的幂级数。　*（答案： ）*

2. 将函数  展开成  的幂级数。　*（答案： ）*

3. 将  展开成  的幂级数（麦克劳林级数）。　*（答案： ）*

4. 求幂级数  的和函数。　*（答案： ）*

---

题型 5：数项级数审敛（计算题）

识别标志：题干要求涉及「数项级数审敛」的概念辨析或计算（本章 21 题，含 计算题9、证明题4、选

择题4）。

典型例题 5.1（掌握 · 证明题）：

证明：若  绝对收敛，则  也收敛。

解析：

Step 1：【思路分析】绝对收敛意味着  收敛，需要利用  与  的大小关系。当

 充分小（或对所有 ）有 。　*(3 分)*

Step 2：由  收敛，知 。从而存在 ，当  时 

，此时 。故 。前  项为有限和，不影响收敛性。

因此  收敛。　*(6 分)*

Step 3：注：逆命题不成立。如 ，  发散，但  条件收敛。　*(1 分)*
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✅ 答案：见解析

⚠ 易错点

· 当  时不等式反向 —— 直接说  对所有  成立（概念不清）

· 无法建立  与  的直接联系 —— 与  比较（概念不清）

· 反例  绝对收敛，  也收敛 —— 认为  一定发散（概念不清）

练习：

1. 求幂级数  的和函数。　*（答案： ）*

2. 将   展开成   的幂级数，并求  。　 *（答案：

）*

3. 判断级数  的收敛性。　*（答案：A）*

4. 判断  的收敛性。　*（答案：C）*

---

题型 6：函数项级数（计算题）

识别标志：题干要求涉及「函数项级数」的概念辨析或计算（本章 11 题，含 计算题3、填空题3、判断

题2）。

典型例题 6.1（挑战 · 证明题）：

证明函数项级数  在  上一致收敛。

解析：

Step 1：在  上， ，故 。　*(4 分)*

Step 2：取 ，则  是 -级数（ ），收敛。　*(3 分)*

Step 3：由 Weierstrass M-判别法，  在  上一致收敛。　*(3 分)*

✅ 答案：用 Weierstrass M-判别法。

⚠ 易错点

· M-判别法需要优级数收敛 —— 忘记说明  级数收敛（步骤遗漏）

· 区间外  可能无界 —— 在  外使用 M-判别法（概念不清）
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练习：

1. 判断：若函数项级数  在区间  上一致收敛，则它在  上必逐点收敛。　*（答案：正确）*

2. 求函数项级数  的收敛域。　*（答案： ，即 ）*

3. 幂级数  的收敛域为 \_\_\_\_。　*（答案： ）*

4. 设  是微分方程  满足  的幂级数解，求系数 。　*（答案： ，

即 ）*

---

六、方法总结

题型 方法 注意事项

常数项级数 计算题 常见错误；检查计算过程

幂级数 计算题 常见粗心；常见错误

数项级数求和 计算题 常见粗心；概念偏差

幂级数展开 计算题 常见错误；常见粗心错误

数项级数审敛 计算题 常见粗心；当 $ a_n \ge1$ 时不等式反向

函数项级数 计算题 M-判别法需要优级数收敛；区间外 $ x ^n$ 可能无界

高频错误速查：概念不清 × 390；运算失误 × 163；步骤遗漏 × 84；粗心大意 × 76；计算粗心 ×

40。

七、交互式自测

本章主库可作答题目 403 题，建议按「基础 → 进阶 → 掌握 → 挑战」分层完成：98 / 140 / 104 / 58。

八、压轴题三视角：重组 / 迁移 / 创新

视角 1（重组）：  的值。
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视角 2（迁移）：资产价格 ，求预期价格 。

视角 3（创新）：L4:股票价格 ，分析为什么有  项。

---

九、思维品格加油站

**品格一 · 有限与无限**：用有限的项逼近无限的极限，理解收敛与发散的分界。

**品格二 · 判别的智慧**：不同判别法各有所长，选择即判断力的体现。

**品格三 · 逼近思想**：幂级数用多项式无限逼近函数，是"以简驭繁"的典范。

考研数学一 ·「傅里叶级数」一轮复习教案

由定积AI 真题主库派生（零编造 · 零外链）。本章映射主库 **21 题**，覆盖 **1 个知识点**；例题、答

案、易错点、压轴题均取自可作答题目。

一、考情分析

「傅里叶级数」是考研数学的考点，章内主库题量 21 题，难度分布：基础 4 · 进阶 6 · 掌握 7 · 挑战 4。

知识点覆盖：傅里叶级数（21 题）

二、历年命题规律（方向分析）

节点 题量 考频 典型抓手

傅里叶级数 21 高频 常见粗心；常见错误；概念偏差

S(t) = S ​e0
μt+σW (t) E[S(t)]

S(t) = S ​e0
(μ−σ /2)t+σW (t)2

−σ /22



三、考向预测

**重组（约 50%）**：以 傅里叶级数 为核心，与前后章知识（微分/积分/级数）交叉命题。

**迁移（约 35%）**：把本章方法迁移到几何/物理建模与含参讨论题。

**创新（约 15%）**：参数讨论型、反例构造型与综合证明型。

四、知识框架

ch12 傅里叶级数

└── 傅里叶级数（高频，计算题12、填空题5、选择题3、证明题1）

五、题型精讲

题型 1：傅里叶级数（计算题）

识别标志：题干要求涉及「傅里叶级数」的概念辨析或计算（本章 21 题，含 计算题12、填空题5、选择

题3）。

典型例题 1.1（掌握 · 填空题）：

（ ）的傅里叶级数在  收敛于？

解析：

Step 1： ， ，收敛于 　*(10 分)*

✅ 答案：

⚠ 易错点

· 计算过程不够仔细 —— 计算粗心导致答案错误（计算粗心）

· 基本公式不牢固 —— 公式记忆不准确导致系数错误（概念不清）

练习：

1. 函数  在  上展开成傅里叶级数。　*（答案： ）*

f (x) = x −π < x < π x = π

f (π ) =− π f (π ) =+ −π ​ =2
π+(−π) 0

0

f (x) = x [−π, π] 2 ​ ​ sin nx∑n=1
∞

n
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2.  在  上是奇函数还是偶函数？其傅里叶级数含哪些项？　*（答案：B）*

3.  在  上的傅里叶系数  为____。　*（答案： ）*

4.  在  上展开成余弦级数。　*（答案： ）*

---

六、方法总结

题型 方法 注意事项

傅里叶级数 计算题 常见粗心；常见错误

高频错误速查：概念不清 × 14；粗心大意 × 14；运算失误 × 9；步骤遗漏 × 4；计算粗心 × 3。

七、交互式自测

本章主库可作答题目 21 题，建议按「基础 → 进阶 → 掌握 → 挑战」分层完成：4 / 6 / 7 / 4。

八、压轴题三视角：重组 / 迁移 / 创新

视角 1（重组）：求数项级数 的和。

视角 2（迁移）：设 ，求f(x)的表达式，并利用此结果求 的值。

视角 3（创新）：将函数 在区间[-π,π]上展开为傅里叶级数。

---

九、思维品格加油站

**品格一 · 分解与合成**：把复杂周期现象分解为简单正弦波的叠加。

**品格二 · 对称之美**：奇偶延拓把区间外的信息由对称规则补全。

**品格三 · 逼近与拟合**：有限项和逼近函数，体现工程近似中的取舍。
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考研数学一 ·「第1章 函数与极限（极限与连续）」

一轮复习教案

**适用方向**：考研数学一 / 二 / 三　**建议课时**：8 小时（专题精讲 + 真题演练）　**难度定位**：

★★★★☆（基础强化）

**数据口径**：题量与错误类型取自定积AI 主库真题库（484 题命中本章知识点），零编造；难度分布见

下表。

---

一、考情分析

「函数极限」是考研数学的高频考点，章内主库题量 484 题，难度分布：基础 127 · 进阶 166 · 掌握 126

· 挑战 65。

能力维度 覆盖节点 备考侧重

概念 函数、反函数与初等函数 分段函数在分段点的左右极限、反函数存在条件

概念/证明 数列极限与 ε-N ε-N 中 N 不唯一、子列极限

概念/证明 函数极限与 ε-δ 左右极限、极限不存在但函数值有界

概念/计算 连续、间断点分类 可去/跳跃/无穷/振荡间断、闭区间连续最值定理条件

高频易错类型（按主库错误标签统计）：概念不清（416）、运算失误（202）、步骤遗漏（91）、粗心大意

（88）、计算粗心（43）。

---



二、历年命题规律（方向分析）

节点 考频 典型抓手（tail）

函数、反函数与初等函数 基础 分段函数在分段点的左右极限；反函数存在条件；复合函数定义域

数列极限与 ε-N 高频 ε-N 中 N 不唯一；子列极限；夹逼放缩

函数极限与 ε-δ 高频 左右极限；极限不存在但函数值有界；Heine 归结原则

连续、间断点分类 高频 可去/跳跃/无穷/振荡间断；闭区间连续最值定理条件

规律提炼：①概念题重条件边界（反例/失效）；②计算题重方法选择（等价替换 vs 洛必达 vs 泰勒）；③

证明题重结构闭合（ε-N/ε-δ 与闭区间性质）。

---

三、考向预测

**重组（约 50%）**：与导数定义、变限积分结合。

**迁移（约 35%）**：迁移至多元累次极限 / 级数敛散。

**创新（约 15%）**：参数讨论型、反例构造型。

---

四、知识框架

第1章 函数与极限

├── 函数、反函数与初等函数（基础）

│   ├── 分段函数在分段点的左右极限

│   ├── 反函数存在条件

│   ├── 复合函数定义域

├── 数列极限与 ε-N（高频）

│   ├── ε-N 中 N 不唯一

│   ├── 子列极限

│   ├── 夹逼放缩

├── 函数极限与 ε-δ（高频）

│   ├── 左右极限

│   ├── 极限不存在但函数值有界



│   ├── Heine 归结原则

├── 连续、间断点分类（高频）

│   ├── 可去/跳跃/无穷/振荡间断

│   ├── 闭区间连续最值定理条件

---

五、题型精讲

题型 1：函数、反函数与初等函数（概念型）

识别标志：题干要求涉及「分段函数在分段点的左右极限、反函数存在条件、复合函数定义域」时的判

断或计算。

典型例题 1.1（基础 · 选择题）：

设函数f(x)在x=0的某去心邻域内有定义,且 .根据 定义,对 ,存在 使得当

时,|f(x)-2|<0.01.下列叙述正确的是:

解析：

Step 1：由极限的 定义,对任意 ,存在 使得当 时

成立. 可以依赖于 和函数f的具体形式,但不依赖于x(需要存在一个 对所有满足条件的x同时成立).

因此B正确.　*(10 分)*

✅ 答案：B

⚠ 易错点

· 误认为delta只依赖epsilon —— 忽略函数特性（概念不清）

· 混淆极限定义中delta存在性 —— 概念混淆（方法选择不当）

· 认为delta是固定常数 —— 粗心大意（粗心大意）

典型例题 1.2（挑战 · 选择题）：

判断：若 ，则 。

解析：

Step 1：由Stolz定理或Cauchy第一极限定理，算术平均的极限等于原极限　*(6 分)*

lim ​ f (x) =x→0 2 ε − δ ε = 0.01 δ > 0

0 <∣x∣ < δ

ε − δ ε > 0 δ > 0 0 <∣x − x ​∣ <0 δ ∣f (x) − A∣ <
ε δ ε δ

lim ​ a ​ =n→∞ n A lim ​ ​ =n→∞ n
a ​+a ​+⋯+a ​1 2 n A



Step 2：严格证明：设 ，则 ，利用Cesàro求和　*(4 分)*

✅ 答案：B

⚠ 易错点

· 认为错误，举反例  —— 该数列不收敛，不满足条件（概念不清）

练习：

1. 函数  的奇偶性　*（答案：奇函数）*

2. 写出 Sigmoid 函数  的值域。　*（答案： ）*

3. L1:写出ReLU激活函数  的分段形式。　*（答案： ）*

4. 求极限 　*（答案： ）*

---

题型 2：数列极限与 ε-N（概念/证明型）

识别标志：题干要求涉及「ε-N 中 N 不唯一、子列极限、夹逼放缩」时的判断或计算。

典型例题 2.1（基础 · 选择题）：

解析：

Step 1： 。　*(10 分)*

✅ 答案：C

⚠ 易错点

· 选  —— 常见错误（运算失误）

· 选  —— 概念偏差（概念不清）

· 粗心错误 —— 检查计算过程（粗心大意）

典型例题 2.2（基础 · 选择题）：

若  且 ，则  的值为（ ）

解析：

b ​ =n a ​ −n A lim b ​ =n 0

a ​ =n (−1)n

f (x) = ln( ​ −x + 12 x)

σ(x) = 1+e−x
1 (0, 1)

f (x) = max(0, x) f (x) = x(x > 0), 0(x ≤ 0)

lim ​ ​x→0 x
e −eax bx

a − b

lim ​ ​n→∞
n n

​ =n n e →​n
ln n

e =0 1

∞
0

lim ​ f (x) =x→x ​0 0 lim ​ g(x) =x→x ​0 2 lim ​ ​x→x ​0 g(x)
f (x)



Step 1：利用极限的四则运算法则：若分母极限不为0，则商的极限等于极限的商。　*(5 分)*

Step 2： 。　*(5 分)*

✅ 答案：A

⚠ 易错点

· 选 B —— 误以为 （粗心大意）

· 选 C —— 颠倒分子分母（运算失误）

· 选 D —— 认为  除以非零数仍为不定式（概念不清）

练习：

1. 求极限 。　*（答案： ）*

2. 求极限  (有理化)　*（答案： ）*

3. 求极限 ，其中 。　*（答案： ）*

4. 用夹逼定理求 　*（答案： ）*

---

题型 3：函数极限与 ε-δ（概念/证明型）

识别标志：题干要求涉及「左右极限、极限不存在但函数值有界、Heine 归结原则」时的判断或计算。

典型例题 3.1（基础 · 选择题）：

。

解析：

Step 1：思路分析： （ ）。　*(5 分)*

Step 2： 。或用洛必达： 。　*(5 分)*

✅ 答案：B

⚠ 易错点

· 选A：1 ——  等价于  不是 （粗心大意）

· 选C：0 —— 分子  但  型（概念不清）

· 粗心:代入或端点值 —— 常见粗心（粗心大意）

lim ​ =g(x)
f (x)

​ =lim g(x)
lim f (x)

​ =2
0 0

0/2 = 1/2

0

lim ​ ​n→∞
n n + 3n + 12 1

lim ​ ​n→∞
​+ ​n +n2 n −n2
n

​2
1

lim ​ n ​ − 1n→∞ ( n a ) a > 0 ln a

lim ​ ​ ​n→∞ ∑k=1
n

n +k2
k

​2
1

lim ​ ​x→0 x
ln(1+2x)

ln(1 + u) ∼ u u → 0

lim ​ =x
ln(1+2x) lim ​ =x

2x 2 lim ​ =1
2/(1+2x) 2

ln(1 + 2x) 2x x

ln 1 = 0 ​0
0



典型例题 3.2（基础 · 选择题）：

若 ，则  的值为

解析：

Step 1：将  代入，解得 ， 。　*(10 分)*

✅ 答案：A

⚠ 易错点

· 盲目使用洛必达法则未注意分子极限条件 —— 常见错误（粗心大意）

· 忘记检查一次项系数必须为零 —— 检查计算过程（运算失误）

· 泰勒展开 cos x 展错阶数 —— 检查计算过程（运算失误）

练习：

1. 求极限 。　*（答案： ）*

2. 求极限  (有理化)　*（答案： ）*

3. 求极限 ，其中 。　*（答案： ）*

4. 用夹逼定理求 　*（答案： ）*

---

题型 4：连续、间断点分类（概念/计算型）

识别标志：题干要求涉及「可去/跳跃/无穷/振荡间断、闭区间连续最值定理条件」时的判断或计算。

典型例题 4.1（基础 · 选择题）：

函数  在  处的间断点类型是：

解析：

Step 1：【思路分析】 （ ），在  处无定义。　*(5 分)*

Step 2： ，极限存在，为可去间断点。补充定义  即可连续。　*(5 分)*

✅ 答案：A

⚠ 易错点

lim ​ ​ =x→0 x2
ax +bx+c−cos x2

2 a + b + c

cos x = 1 − ​ +2
x2

o(x )2 c = 1, b = 0, a = ​2
3 a + b + c = ​2

5

lim ​ ​n→∞
n n + 3n + 12 1

lim ​ ​n→∞
​+ ​n +n2 n −n2
n

​2
1

lim ​ n ​ − 1n→∞ ( n a ) a > 0 ln a

lim ​ ​ ​n→∞ ∑k=1
n

n +k2
k

​2
1

f (x) = ​x−1
x −12

x = 1

f (x) = ​ =x−1
(x−1)(x+1) x + 1 x =�1 x = 1

lim ​ f (x) =x→1 2 f (1) = 2



· 选B：跳跃 —— 左右极限相同（概念不清）

· 选C：无穷 —— 极限不趋于无穷（概念不清）

· 粗心:符号或系数错误 —— 常见粗心错误（粗心大意）

典型例题 4.2（基础 · 选择题）：

函数

在 x=1 处具有什么性质？

解析：

Step 1：化简：

，极限

　*(5 分)*

Step 2：f(1)无定义但极限存在，是可去间断点　*(5 分)*

✅ 答案：B

⚠ 易错点

· 选连续 —— 化简后认为处处连续，忽略定义域（概念不清）

· 选无穷间断 —— 看到分母为零就下结论（概念不清）

练习：

1. 讨论函数  在  处的连续性。　*（答案：连续）*

2.  是函数  的什么间断点？　*（答案：B）*

3. 设  在  处连续，求  的关系。　*（答案： ）*

---

f (x) = ​

x − 1
x − 12

f (x) = x + 1 (x =�1)

​ f (x) =
x→1
lim 2

f (x) = ​ ​{
​,x

sin x

1,
x = 0�
x = 0

x = 0

x = 0 f (x) = ​1+21/x
1

f (x) = ​ ​{
e ,ax

b + sin x,
x < 0
x ≥ 0

x = 0 a, b b = 1



六、方法总结

题型 方法 注意事项

函数、反函数与初等函数 概念 分段函数在分段点的左右极限；反函数存在条件；复合函数定义域

数列极限与 ε-N 概念/证明 ε-N 中 N 不唯一；子列极限；夹逼放缩

函数极限与 ε-δ 概念/证明 左右极限；极限不存在但函数值有界；Heine 归结原则

连续、间断点分类 概念/计算 可去/跳跃/无穷/振荡间断；闭区间连续最值定理条件

高频错误速查：概念不清 × 416；运算失误 × 202；步骤遗漏 × 91；粗心大意 × 88；计算粗心 ×

43。

---

七、交互式自测

本章主库可作答题目 484 题，建议按「基础 → 进阶 → 掌握 → 挑战」分层完成：127 / 166 / 126 / 65。

---

八、压轴题三视角：重组 / 迁移 / 创新

视角 1（重组）：设 ，求极限 。

→ 

视角 2（迁移）：设  满足 ， 。证明 。

→ 

视角 3（创新）：设 ， ，且 ，证明 。

→ 证明见解析

---

a ​ =n ​ −n + n2 n lim ​ n(a ​ −n→∞ n ​)2
1

− ​4
1

{a ​}n a ​ =n+1 sin a ​n a ​ =1 1 lim ​ ​a ​ =n→∞ n n ​3

​3

lim ​ f (x) =x→∞ A lim ​ g(x) =x→∞ B B =�0 lim ​ ​ =x→∞ g(x)
f (x)

​B
A



九、思维品格加油站

**品格一 · 极限思想**：从「有限」看见「无限」，把动态过程写成静态不等式。

**品格二 · 数形结合**：让公式开口说话，几何直观先行、代数证明收口。

**品格三 · 转化思想**：把陌生问题变成熟面孔，等价替换与变量代换是两把钥匙。

考研数学一 ·「第2章 导数与微分」一轮复习教案

**适用方向**：考研数学一 / 二 / 三　**建议课时**：8 小时（专题精讲 + 真题演练）　**难度定位**：

★★★★☆（基础强化）

**数据口径**：题量与错误类型取自定积AI 主库真题库（239 题命中本章知识点），零编造；难度分布见

下表。

---

一、考情分析

「导数定义」是考研数学的高频考点，章内主库题量 239 题，难度分布：基础 34 · 进阶 72 · 掌握 79 ·

挑战 54。

能力维度 覆盖节点 备考侧重

概念/证明 导数定义与可导性 左右导数、尖点/竖直切线

计算 求导法则与微分 复合函数漏乘内导、隐函数二阶导

高频易错类型（按主库错误标签统计）：概念不清（183）、运算失误（97）、粗心大意（55）、步骤遗漏

（55）、策略失误（35）。

---



二、历年命题规律（方向分析）

节点 考频 典型抓手（tail）

导数定义与可导性 高频 左右导数；尖点/竖直切线；可导与连续关系

求导法则与微分 高频 复合函数漏乘内导；隐函数二阶导；参数方程二阶导

规律提炼：①概念题重条件边界（反例/失效）；②计算题重方法选择（等价替换 vs 洛必达 vs 泰勒）；③

证明题重结构闭合（ε-N/ε-δ 与闭区间性质）。

---

三、考向预测

**重组（约 50%）**：与导数定义、变限积分结合。

**迁移（约 35%）**：迁移至多元累次极限 / 级数敛散。

**创新（约 15%）**：参数讨论型、反例构造型。

---

四、知识框架

第2章 导数与微分

├── 导数定义与可导性（高频）

│   ├── 左右导数

│   ├── 尖点/竖直切线

│   ├── 可导与连续关系

├── 求导法则与微分（高频）

│   ├── 复合函数漏乘内导

│   ├── 隐函数二阶导

│   ├── 参数方程二阶导

---



五、题型精讲

题型 1：求导法则与微分（计算型）

识别标志：题干要求涉及「复合函数漏乘内导、隐函数二阶导、参数方程二阶导」时的判断或计算。

典型例题 1.1（基础 · 选择题）：

函数  的  阶导数是：

解析：

Step 1：  的导数规律： ，周期4。　*(3 分)*

Step 2： 。验证：  得 ，  得 ，

正确。　*(3 分)*

Step 3：选C。注意  的相位关系。　*(4 分)*

✅ 答案：C

⚠ 易错点

· 选A:  ——  的n阶导不是 （概念不清）

· 选B:  —— 混淆了  与 （概念不清）

· 选D:  —— 只注意到负号变化，忽略了  的相位（概念不清）

典型例题 1.2（基础 · 选择题）：

微分  与增量  的关系是：

解析：

Step 1：L2理解：微分的几何意义。　*(5 分)*

Step 2：  是函数增量的线性主部， 。当  很小时， 。　*

(5 分)*

✅ 答案：C

⚠ 易错点

· 选A：  —— 两者差为高阶无穷小，不完全相等（概念不清）

y = sin x n

sin x sin x → cos x → − sin x → − cos x → sin x

y =(n) sin(x + ​)2
nπ n = 1 sin(x + ​) =2

π cos x n = 2 sin(x + π) = − sin x

cos x = sin(x + π/2)

sin(nx) sin x sin(nx)

cos(nx) sin(ax) sin xn

(−1) sin xn π/2

dy Δy

dy = f (x ​)dx′
0 Δy = dy + o(Δx) Δx dy ≈ Δy

dy = Δy



· 选B：  更精确 ——  包含全部增量（概念不清）

· 粗心:漏符号或系数 —— 常见粗心（粗心大意）

练习：

1. 若 ，求 。　*（答案： ）*

2. 设 ，证明  是整数，并求 。　*（答案：0）*

3. 设 ，求 （ ）。　*（答案： ）*

---

六、方法总结

题型 方法 注意事项

导数定义与可导性 概念/证明 左右导数；尖点/竖直切线；可导与连续关系

求导法则与微分 计算 复合函数漏乘内导；隐函数二阶导；参数方程二阶导

高频错误速查：概念不清 × 183；运算失误 × 97；粗心大意 × 55；步骤遗漏 × 55；策略失误 × 35。

---

七、交互式自测

本章主库可作答题目 239 题，建议按「基础 → 进阶 → 掌握 → 挑战」分层完成：34 / 72 / 79 / 54。

---

八、压轴题三视角：重组 / 迁移 / 创新

视角 1（重组）：函数  在  上二阶可导， ，且 。证明：存在

 使得 。

→ 见解析

Δy Δy

y = ​1+x
1 y (0)(n) (−1) n!n

y = arctan x y (0)(n) y (0)(5)

y = x ln(1 + x) y (0)(n) n ≥ 2 (−1) ​

n
n−1
n!

f (x) [0, 1] f (0) = f (1) = 0 min ​ f (x) =[0,1] −1

ξ ∈ (0, 1) f (ξ) ≥′′ 8



视角  2（迁移）：设   二阶可导， ， 。证明   使

。

→ 见解析

视角  3（创新）：双中值问题：设   在   上连续，  内可导， 。证明

 使 。

→ 见解析

---

九、思维品格加油站

**品格一 · 极限思想**：从「有限」看见「无限」，把动态过程写成静态不等式。

**品格二 · 数形结合**：让公式开口说话，几何直观先行、代数证明收口。

**品格三 · 转化思想**：把陌生问题变成熟面孔，等价替换与变量代换是两把钥匙。

考研数学一 ·「第3章 一元积分学」一轮复习教案

**适用方向**：考研数学一 / 二 / 三　**建议课时**：8 小时（专题精讲 + 真题演练）　**难度定位**：

★★★★☆（基础强化）

**数据口径**：题量与错误类型取自定积AI 主库真题库（537 题命中本章知识点），零编造；难度分布见

下表。

---

一、考情分析

「不定积分」是考研数学的高频考点，章内主库题量 537 题，难度分布：基础 141 · 进阶 190 · 掌握 131

· 挑战 75。

能力维度 覆盖节点 备考侧重

证明 微分中值定理 Rolle 端点等值构造、Lagrange 增量形式

f (x) f (0) = f (1) = 0 min ​ f (x) =[0,1] −1 ∃ξ ∈ (0, 1)

f (ξ) ≥′′ 8

f (x) [0, 1] (0, 1) f (0) = 0, f (1) = 1

∃ξ =�η ​ +f (ξ)′
1

​ =f (η)′
1 2



能力维度 覆盖节点 备考侧重

计算/概念 洛必达与未定式 条件不满足仍误用、导数比震荡

计算/证明/建模 Taylor 公式与误差 Peano 余项、相消结构保主导项

计算/建模 单调性、极值、凹凸与渐近线 驻点非极值、拐点需变号

高频易错类型（按主库错误标签统计）：概念不清（384）、运算失误（317）、粗心大意（150）、步骤遗

漏（108）、计算粗心（47）。

---

二、历年命题规律（方向分析）

节点 考频 典型抓手（tail）

微分中值定理 证明核心 Rolle 端点等值构造；Lagrange 增量形式；Cauchy 与洛必达

洛必达与未定式 高频 条件不满足仍误用；导数比震荡；∞-∞ 通分

Taylor 公式与误差 考研核心 Peano 余项；相消结构保主导项；Lagrange 余项误差界

单调性、极值、凹凸与渐近线 高频 驻点非极值；拐点需变号；铅直/水平/斜渐近线

规律提炼：①概念题重条件边界（反例/失效）；②计算题重方法选择（等价替换 vs 洛必达 vs 泰勒）；③

证明题重结构闭合（ε-N/ε-δ 与闭区间性质）。

---

三、考向预测

**重组（约 50%）**：与导数定义、变限积分结合。

**迁移（约 35%）**：迁移至多元累次极限 / 级数敛散。

**创新（约 15%）**：参数讨论型、反例构造型。

---



四、知识框架

第3章 一元积分学

├── 微分中值定理（证明核心）

│   ├──  Rolle 端点等值构造

│   ├── Lagrange 增量形式

│   ├── Cauchy 与洛必达

├── 洛必达与未定式（高频）

│   ├── 条件不满足仍误用

│   ├── 导数比震荡

│   ├── ∞-∞ 通分

├── Taylor 公式与误差（考研核心）

│   ├── Peano 余项

│   ├── 相消结构保主导项

│   ├── Lagrange 余项误差界

├── 单调性、极值、凹凸与渐近线（高频）

│   ├── 驻点非极值

│   ├── 拐点需变号

│   ├── 铅直/水平/斜渐近线

---

五、题型精讲

六、方法总结

题型 方法 注意事项

微分中值定理 证明 Rolle 端点等值构造；Lagrange 增量形式；Cauchy 与洛必

达

洛必达与未定式 计算/概念 条件不满足仍误用；导数比震荡；∞-∞ 通分

Taylor 公式与误差 计算/证明/建

模

Peano 余项；相消结构保主导项；Lagrange 余项误差界

单调性、极值、凹凸与渐近

线

计算/建模 驻点非极值；拐点需变号；铅直/水平/斜渐近线



高频错误速查：概念不清 × 384；运算失误 × 317；粗心大意 × 150；步骤遗漏 × 108；计算粗心 ×

47。

---

七、交互式自测

本章主库可作答题目 537 题，建议按「基础 → 进阶 → 掌握 → 挑战」分层完成：141 / 190 / 131 / 75。

---

八、压轴题三视角：重组 / 迁移 / 创新

视角 1（重组）：设  在  上可导， ， 。证明： 。

→ 见解析

视角 2（迁移）：证明： 。

→ 见解析

视角 3（创新）：计算不定积分 

→ 

---

九、思维品格加油站

**品格一 · 极限思想**：从「有限」看见「无限」，把动态过程写成静态不等式。

**品格二 · 数形结合**：让公式开口说话，几何直观先行、代数证明收口。

**品格三 · 转化思想**：把陌生问题变成熟面孔，等价替换与变量代换是两把钥匙。

考研数学一 ·「第4章 向量代数与空间几何」一轮

复习教案

f (x) [0, 1] f (0) = 0 ∣f (x)∣ ≤′ 1 ​ ​ f (x) dx ​ ≤∫0
1

​2
1

​ x (1 −∫0
1 m x) dx =n

​(m+n+1)!
m!n!

​dx∫ (x +2x+2)2 2
1

​ arctan(x +2
1 1) + ​ +2(x +2x+2)2

x+1 C



**适用方向**：考研数学一 / 二 / 三　**建议课时**：6 小时（专题精讲 + 真题演练）　**难度定位**：

★★★★☆（基础强化）

**数据口径**：题量与错误类型取自定积AI 主库真题库（91 题命中本章知识点），零编造；难度分布见下

表。

---

一、考情分析

「向量运算」是考研数学的高频考点，章内主库题量 91 题，难度分布：基础 21 · 进阶 26 · 掌握 29 · 挑

战 15。

能力维度 覆盖节点 备考侧重

计算/概念 不定积分与原函数 原函数族 +C、分段函数原函数连续性

计算 换元积分 三角换元范围、根式换元回代

计算 分部积分与递推 反对幂指三顺序、循环分部

高频易错类型（按主库错误标签统计）：概念不清（77）、运算失误（54）、粗心大意（32）、步骤遗漏

（18）、计算粗心（5）。

---

二、历年命题规律（方向分析）

节点 考频 典型抓手（tail）

不定积分与原函数 高频 原函数族 +C；分段函数原函数连续性；不可积初等函数

换元积分 高频 三角换元范围；根式换元回代；定积分换元同步限

分部积分与递推 高频 反对幂指三顺序；循环分部；递推公式

规律提炼：①概念题重条件边界（反例/失效）；②计算题重方法选择（等价替换 vs 洛必达 vs 泰勒）；③

证明题重结构闭合（ε-N/ε-δ 与闭区间性质）。



---

三、考向预测

**重组（约 50%）**：与导数定义、变限积分结合。

**迁移（约 35%）**：迁移至多元累次极限 / 级数敛散。

**创新（约 15%）**：参数讨论型、反例构造型。

---

四、知识框架

第4章 向量代数与空间几何

├── 不定积分与原函数（高频）

│   ├── 原函数族 +C

│   ├── 分段函数原函数连续性

│   ├── 不可积初等函数

├── 换元积分（高频）

│   ├── 三角换元范围

│   ├── 根式换元回代

│   ├── 定积分换元同步限

├── 分部积分与递推（高频）

│   ├── 反对幂指三顺序

│   ├── 循环分部

│   ├── 递推公式

---

五、题型精讲

六、方法总结

题型 方法 注意事项

不定积分与原函数 计算/概念 原函数族 +C；分段函数原函数连续性；不可积初等函数



题型 方法 注意事项

换元积分 计算 三角换元范围；根式换元回代；定积分换元同步限

分部积分与递推 计算 反对幂指三顺序；循环分部；递推公式

高频错误速查：概念不清 × 77；运算失误 × 54；粗心大意 × 32；步骤遗漏 × 18；计算粗心 × 5。

---

七、交互式自测

本章主库可作答题目 91 题，建议按「基础 → 进阶 → 掌握 → 挑战」分层完成：21 / 26 / 29 / 15。

---

八、压轴题三视角：重组 / 迁移 / 创新

视角 1（重组）：求点  到直线  的距离。

→ 

视角 2（迁移）：正三角形三顶点为 ，求覆盖三点的最小圆半径。

→ 

视角 3（创新）：求直线  与  的公垂线方程。

→ 见解析

---

九、思维品格加油站

**品格一 · 极限思想**：从「有限」看见「无限」，把动态过程写成静态不等式。

**品格二 · 数形结合**：让公式开口说话，几何直观先行、代数证明收口。

**品格三 · 转化思想**：把陌生问题变成熟面孔，等价替换与变量代换是两把钥匙。

P (1, 2, 3) ​ =2
x−1

​ =−1
y−2

​2
z−3

0

(0, 0), (d, 0), (d/2, ​d/2)3

R = d/ ​3

L ​ :1 ​ =1
x−1

​ =−1
y

​2
z L ​ :2 ​ =2

x
​ =1

y−1
​−1

z+1



考研数学一 ·「第5章 多元函数微分学」一轮复习

教案

**适用方向**：考研数学一 / 二 / 三　**建议课时**：8 小时（专题精讲 + 真题演练）　**难度定位**：

★★★★☆（基础强化）

**数据口径**：题量与错误类型取自定积AI 主库真题库（266 题命中本章知识点），零编造；难度分布见

下表。

---

一、考情分析

「偏导」是考研数学的高频考点，章内主库题量 266 题，难度分布：基础 71 · 进阶 86 · 掌握 72 · 挑战

37。

能力维度 覆盖节点 备考侧重

概念/计算/证明 定积分与变限积分 变限求导链式、对称区间奇偶

概念/计算 反常积分与 p 判别 p=1 临界、趋于0不收敛

建模/计算 面积、体积、弧长与物理应用 绕轴选壳/垫片、交点区域

高频易错类型（按主库错误标签统计）：概念不清（184）、运算失误（148）、步骤遗漏（51）、粗心大意

（46）、计算粗心（22）。

---

二、历年命题规律（方向分析）

节点 考频 典型抓手（tail）

定积分与变限积分 考研核心 变限求导链式；对称区间奇偶；积分中值定理



节点 考频 典型抓手（tail）

反常积分与 p 判别 数一/三 p=1 临界；趋于0不收敛；ln 修正

面积、体积、弧长与物理应用 应用 绕轴选壳/垫片；交点区域；功/水压力微元

规律提炼：①概念题重条件边界（反例/失效）；②计算题重方法选择（等价替换 vs 洛必达 vs 泰勒）；③

证明题重结构闭合（ε-N/ε-δ 与闭区间性质）。

---

三、考向预测

**重组（约 50%）**：与导数定义、变限积分结合。

**迁移（约 35%）**：迁移至多元累次极限 / 级数敛散。

**创新（约 15%）**：参数讨论型、反例构造型。

---

四、知识框架

第5章 多元函数微分学

├── 定积分与变限积分（考研核心）

│   ├── 变限求导链式

│   ├── 对称区间奇偶

│   ├── 积分中值定理

├── 反常积分与 p 判别（数一/三）

│   ├── p=1 临界

│   ├── 趋于0不收敛

│   ├── ln 修正

├── 面积、体积、弧长与物理应用（应用）

│   ├── 绕轴选壳/垫片

│   ├── 交点区域

│   ├── 功/水压力微元

---



五、题型精讲

六、方法总结

题型 方法 注意事项

定积分与变限积分 概念/计算/证明 变限求导链式；对称区间奇偶；积分中值定理

反常积分与 p 判别 概念/计算 p=1 临界；趋于0不收敛；ln 修正

面积、体积、弧长与物理应用 建模/计算 绕轴选壳/垫片；交点区域；功/水压力微元

高频错误速查：概念不清 × 184；运算失误 × 148；步骤遗漏 × 51；粗心大意 × 46；计算粗心 ×

22。

---

七、交互式自测

本章主库可作答题目 266 题，建议按「基础 → 进阶 → 掌握 → 挑战」分层完成：71 / 86 / 72 / 37。

---

八、压轴题三视角：重组 / 迁移 / 创新

视角 1（重组）：设  有二阶连续偏导， ， ，证明 

。

→ 证明见解析

视角 2（迁移）：二元分类交叉熵损失 ， 。求 。

→ 

视角 3（创新）：平面两连杆运动学 ，求雅可比矩阵 。

z = f (x, y) x = r cos θ y = r sin θ ​ +∂x2
∂ z2

​ =∂y2
∂ z2

​ +∂r2
∂ z2

​ ​ +r
1

∂r
∂z

​ ​r2
1

∂θ2
∂ z2

L = −[y ln p + (1 − y) ln(1 − p)] p = σ(wx + b) ​∂w
∂L

(σ(wx + b) − y)x

​{
x = L ​ cos θ ​ + L ​ cos(θ ​ + θ ​)1 1 2 1 2

y = L ​ sin θ ​ + L ​ sin(θ ​ + θ ​)1 1 2 1 2
J



→ 

---

九、思维品格加油站

**品格一 · 极限思想**：从「有限」看见「无限」，把动态过程写成静态不等式。

**品格二 · 数形结合**：让公式开口说话，几何直观先行、代数证明收口。

**品格三 · 转化思想**：把陌生问题变成熟面孔，等价替换与变量代换是两把钥匙。

考研数学一 ·「第6章 微分方程」一轮复习教案

**适用方向**：考研数学一 / 二 / 三　**建议课时**：6 小时（专题精讲 + 真题演练）　**难度定位**：

★★★★☆（基础强化）

**数据口径**：题量与错误类型取自定积AI 主库真题库（608 题命中本章知识点），零编造；难度分布见

下表。

---

一、考情分析

「一阶」是考研数学的高频考点，章内主库题量 608 题，难度分布：基础 147 · 进阶 209 · 掌握 178 · 挑

战 73。

能力维度 覆盖节点 备考侧重

建模/计算 一阶/二阶常微分方程 可分离丢常数、齐次方程识别

高频易错类型（按主库错误标签统计）：概念不清（460）、运算失误（342）、粗心大意（147）、步骤遗

漏（106）、计算粗心（53）。

---

J = ​ ​(
−L ​s ​ − L ​s ​1 1 2 12
L ​c ​ + L ​c ​1 1 2 12

−L ​s ​2 12
L ​c ​2 12

)



二、历年命题规律（方向分析）

节点 考频 典型抓手（tail）

一阶/二阶常微分方程 应用 可分离丢常数；齐次方程识别；二阶常系数特解设定

规律提炼：①概念题重条件边界（反例/失效）；②计算题重方法选择（等价替换 vs 洛必达 vs 泰勒）；③

证明题重结构闭合（ε-N/ε-δ 与闭区间性质）。

---

三、考向预测

**重组（约 50%）**：与导数定义、变限积分结合。

**迁移（约 35%）**：迁移至多元累次极限 / 级数敛散。

**创新（约 15%）**：参数讨论型、反例构造型。

---

四、知识框架

第6章 微分方程

├── 一阶/二阶常微分方程（应用）

│   ├── 可分离丢常数

│   ├── 齐次方程识别

│   ├── 二阶常系数特解设定

---

五、题型精讲

题型 1：一阶/二阶常微分方程（建模/计算型）

识别标志：题干要求涉及「可分离丢常数、齐次方程识别、二阶常系数特解设定」时的判断或计算。



典型例题 1.1（基础 · 选择题）：

二重积分  的几何意义是（ ）

解析：

Step 1：二重积分  表示区域  的面积。　*(10 分)*

✅ 答案：A

⚠ 易错点

· 选 C —— 混淆面积与边界长度（概念不清）

· 选 D —— 认为二重积分表示体积，但需被积函数非1（概念不清）

典型例题 1.2（基础 · 选择题）：

 表示什么？ 。

解析：

Step 1：思路分析：三重积分  等于区域的体积。　*(5 分)*

Step 2：区域为圆柱体，体积 。　*(5 分)*

✅ 答案：A

⚠ 易错点

· 选B：表面积 —— 三重积分  是体积不是面积（概念不清）

· 选C：质量 —— 若无密度则密度=1时质量=体积（概念不清）

· 粗心:代入或端点值 —— 常见粗心（粗心大意）

练习：

1. 计算二重积分 ，其中  由  围成。　*（答案： ）*

2. 交换积分次序： 。　*（答案： ）*

3. 计算二重积分 ，其中 。　*（答案： ）*

---

​ dσ∬D

​ 1 dσ∬D D

​ 1 dV∭Ω Ω : x +2 y ≤2 a , 0 ≤2 z ≤ h

1 dV∭

= πa h2

1 dV∭

I = ​(x +∬D y) dσ D x = 0, y = 0, x + y = 1 ​3
1

​ dx ​ f (x, y)dy∫0
1 ∫0

x
​ dy ​ f (x, y)dx∫0

1 ∫y
1

I = ​ y sin(xy) dσ∬D D = [0, 1] × [0, ​]2
π

​ −2
π 1



六、方法总结

题型 方法 注意事项

一阶/二阶常微分方程 建模/计算 可分离丢常数；齐次方程识别；二阶常系数特解设定

高频错误速查：概念不清 × 460；运算失误 × 342；粗心大意 × 147；步骤遗漏 × 106；计算粗心 ×

53。

---

七、交互式自测

本章主库可作答题目 608 题，建议按「基础 → 进阶 → 掌握 → 挑战」分层完成：147 / 209 / 178 / 73。

---

八、压轴题三视角：重组 / 迁移 / 创新

视角 1（重组）：计算二重积分 ，其中 。

→ 

视角  2（迁移）：证明：若   在关于   轴对称的区域   上连续，且  ，则

。

→ 证明见解析

视角 3（创新）：创造一道需要用  表示旋转体体积的问题。

→ 

---

九、思维品格加油站

**品格一 · 极限思想**：从「有限」看见「无限」，把动态过程写成静态不等式。

I = ​ sin π ​ dσ∬D ( x + y2 2) D : x +2 y ≤2 1

2

f (x, y) x D f (x, −y) = −f (x, y)
​ f dσ =∬D 0

​ f (x, y) dA∬D

V = 2π ​ x dA∬D



**品格二 · 数形结合**：让公式开口说话，几何直观先行、代数证明收口。

**品格三 · 转化思想**：把陌生问题变成熟面孔，等价替换与变量代换是两把钥匙。

考研数学一 ·「向量与空间解析几何」一轮复习教

案

由定积AI 真题主库派生（零编造 · 零外链）。本章映射主库 **212 题**，覆盖 **3 个知识点**；例题、答

案、易错点、压轴题均取自可作答题目。

一、考情分析

「向量与空间解析几何」是考研数学的考点，章内主库题量 212 题，难度分布：基础 64 · 进阶 76 · 掌握

46 · 挑战 26。

知识点覆盖：向量代数（69 题）；平面与直线（91 题）；曲面方程（52 题）

二、历年命题规律（方向分析）

节点 题量 考频 典型抓手

向量代数 69 高频 常见错误；概念偏差；检查计算过程

平面与直线 91 高频 常见粗心；概念偏差；常见错误

曲面方程 52 中频 常见粗心；常见错误；概念偏差

三、考向预测

**重组（约 50%）**：以 向量代数、平面与直线、曲面方程 为核心，与前后章知识（微分/积分/级

数）交叉命题。

**迁移（约 35%）**：把本章方法迁移到几何/物理建模与含参讨论题。



**创新（约 15%）**：参数讨论型、反例构造型与综合证明型。

四、知识框架

ch7 向量与空间解析几何

├── 向量代数（高频，计算题23、填空题17、判断题12、选择题10）

├── 平面与直线（高频，计算题42、选择题15、填空题15、证明题13）

└── 曲面方程（中频，计算题23、填空题12、选择题11、判断题4）

五、题型精讲

题型 1：向量代数（计算题）

识别标志：题干要求涉及「向量代数」的概念辨析或计算（本章 69 题，含 计算题23、填空题17、判断

题12）。

典型例题 1.1（基础 · 选择题）：

已知向量 ， ，则  的值为（ ）

解析：

Step 1：点积公式： 。　*(5 分)*

Step 2： 。　*(5 分)*

✅ 答案：A

⚠ 易错点

· 符号错误，将  当作  计算 —— （运算失误）

· 忘记第二项为负 —— （运算失误）

· 全部相乘后相加，混淆了点积与叉积 —— （概念不清）

练习：

1. 已知 ，求 　*（答案： ）*

2. 向量  与  的位置关系是（ ）　*（答案：B）*

a = (1, 2, 3) b = (2, −1, 1) a ⋅ b

a ⋅ b = a ​b ​ +1 1 a ​b ​ +2 2 a ​b ​3 3

= 1 × 2 + 2 × (−1) + 3 × 1 = 2 − 2 + 3 = 3

−1 1 5

7

9

∣ ∣ =a 2,∣ ∣ =b 3, ⟨ , ⟩ =a b 60∘ ∣ −a ∣b ​7

a = (1, 2, 3) b = (2, 4, 6)



3. ，求 　*（答案： ）*

4. 已知 ， ，则  ____。　*（答案： ）*

---

题型 2：平面与直线（计算题）

识别标志：题干要求涉及「平面与直线」的概念辨析或计算（本章 91 题，含 计算题42、选择题15、填

空题15）。

典型例题 2.1（基础 · 选择题）：

过点  且法向量为  的平面方程为（ ）

解析：

Step 1：点法式平面方程： 。　*(3 分)*

Step 2：代入 ： 。

*(3 分)*

Step 3：整理： ，即 。　*(4 分)*

✅ 答案：A

⚠ 易错点

· 计算常数项正确 —— 选 A（运算失误）

· 漏掉  的贡献 —— 选 C（运算失误）

· 误用点坐标作为法向量 —— 选 D（概念不清）

练习：

1. 过  且垂直于平面  的直线方程　*（答案： ）*

2. 判断：平面  与平面  的位置关系是（ ）　*（答案：A）*

3. 点  到平面  的距离　*（答案： ）*

4. 求点  到平面  的距离。　*（答案： ）*

---

=a (1, 2, 3), =b (−1, 1, 0) ×a b (−3, −3, 3)

a = (1, 0, 0) b = (0, 1, 0) a × b = (0, 0, 1)

P (1, 2, 3) n = (2, −1, 2)

A(x − x ​) +0 B(y − y ​) +0 C(z − z ​) =0 0

A = 2,B = −1,C = 2, (x ​, y ​, z ​) =0 0 0 (1, 2, 3) 2(x − 1) − 1(y − 2) + 2(z − 3) = 0

2x − y + 2z − 2 + 2 − 6 = 0 2x − y + 2z = 6

2

(1, 2, 3) x − 2y + 3z = 5 ​ =1
x−1

​ =−2
y−2

​3
z−3

2x − y + z = 1 4x − 2y + 2z = 3

(1, 2, 3) x − 2y + 2z − 1 = 0 ​3
2

P (1, 2, 3) 2x − y + 2z = 6 0



题型 3：曲面方程（计算题）

识别标志：题干要求涉及「曲面方程」的概念辨析或计算（本章 52 题，含 计算题23、填空题12、选择

题11）。

典型例题 3.1（基础 · 计算题）：

求曲线  绕  轴旋转所得旋转曲面方程。

解析：

Step 1：【思路分析】旋转曲面：母线为  平面上的圆，绕  轴旋转。关键公式：绕  轴旋转时，

 替换为 。　*(3 分)*

Step 2：母线方程中 ， 。绕  轴旋转，  变为 ，得 。这

是一个球心在原点的球面。　*(6 分)*

Step 3：验证：  代入得母线的圆，切面为圆与预期一致。　*(1 分)*

✅ 答案：

⚠ 易错点

· 漏掉旋转变换，直接写了母线方程 —— （不变）（粗心大意）

· 忘记  部分 —— （运算失误）

· 混淆了不同旋转轴的情形 —— （概念不清）

练习：

1. 曲面  在  处的切平面方程　*（答案： ）*

2. 求过曲线  且母线平行于  轴的柱面方程。　*（答案： （在空间表示柱面））*

3. 求曲线  在  平面上的投影曲线方程。　*（答案： ）*

4. 方程  在空间表示什么曲面？　*（答案：圆柱面）*

---

​{
y + z = 42 2

x = 0
z

yz z z
y2 x +2 y2

y +2 z =2 4 x = 0 z y2 x +2 y2 x +2 y +2 z =2 4

x = 0

x +2 y +2 z =2 4

y +2 z =2 4

z x +2 y =2 4

x +2 y +2
​ =4

z2
1

z = x +2 y2 (1, 1, 2) 2x + 2y − z = 2

​{
z = x2

y = 0
y z = x2

​{
x + y + z = 22 2 2

z = x + y2 2 xOy ​{
x + y = 12 2

z = 0

x +2 y −2 2x + 4y − 4 = 0



六、方法总结

题型 方法 注意事项

向量代数 计算题 常见错误；概念偏差

平面与直线 计算题 常见粗心；概念偏差

曲面方程 计算题 常见粗心；常见错误

高频错误速查：概念不清 × 197；运算失误 × 111；粗心大意 × 57；步骤遗漏 × 38；计算粗心 ×

15。

七、交互式自测

本章主库可作答题目 212 题，建议按「基础 → 进阶 → 掌握 → 挑战」分层完成：64 / 76 / 46 / 26。

八、压轴题三视角：重组 / 迁移 / 创新

视角 1（重组）：求点  到直线  的距离。

视角 2（迁移）：正三角形三顶点为 ，求覆盖三点的最小圆半径。

视角 3（创新）：求直线  与  的公垂线方程。

---

九、思维品格加油站

**品格一 · 数形结合**：把几何直观翻译成向量与坐标，图与式互相印证。

**品格二 · 化归思想**：把空间问题化到平面、把复杂图形化为基本元。

**品格三 · 严谨推理**：位置关系的每种情形都要给出依据，不凭"看起来"。

考研数学一 ·「多元函数微分学」一轮复习教案

P (1, 2, 3) ​ =2
x−1

​ =−1
y−2

​2
z−3

(0, 0), (d, 0), (d/2, ​d/2)3

L ​ :1 ​ =1
x−1

​ =−1
y

​2
z L ​ :2 ​ =2

x
​
=1

y−1
​−1

z+1



由定积AI 真题主库派生（零编造 · 零外链）。本章映射主库 **437 题**，覆盖 **9 个知识点**；例题、答

案、易错点、压轴题均取自可作答题目。

一、考情分析

「多元函数微分学」是考研数学的考点，章内主库题量 437 题，难度分布：基础 113 · 进阶 137 · 掌握

123 · 提高 2 · 挑战 62。

知识点覆盖：多元函数极限与连续（30 题）；偏导数（95 题）；全微分与可微性（45 题）；链式法则（15

题）；隐函数求偏导（43 题）；多元函数极值（75 题）；条件极值（19 题）；方向导数与梯度（66 题）；

多元函数微分学的应用（49 题）

二、历年命题规律（方向分析）

节点 题

量

考

频

典型抓手

多元函数极限与连续 30 中

频

常见粗心；偏导概念不清；直线逼近只能说明沿直线连续，不能证明全

面连续

偏导数 95 高

频

常见错误；概念偏差；检查计算过程

全微分与可微性 45 中

频

需验证定义；未求具体点的偏导值；与一元函数混淆

链式法则 15 基

础

 也随  变化，须用链式法则；$2t \cdot t^2 + t^2 \cdot 2t = 2t^3 + 2

隐函数求偏导 43 中

频

常见错误；概念偏差；链式法则遗漏

多元函数极值 75 高

频

概念偏差；常见错误；检查计算过程

条件极值 19 基

础

方法错误；未讨论x=0或y=0；条件极值必须满足约束

y t



节点 题

量

考

频

典型抓手

方向导数与梯度 66 高

频

常见错误；概念偏差；检查计算过程

多元函数微分学的应

用

49 中

频

常见错误；常见粗心；概念偏差

三、考向预测

**重组（约 50%）**：以 多元函数极限与连续、偏导数、全微分与可微性、链式法则 为核心，与前

后章知识（微分/积分/级数）交叉命题。

**迁移（约 35%）**：把本章方法迁移到几何/物理建模与含参讨论题。

**创新（约 15%）**：参数讨论型、反例构造型与综合证明型。

四、知识框架

ch8 多元函数微分学

├── 多元函数极限与连续（中频，计算题10、选择题8、填空题6、证明题4）

├── 偏导数（高频，计算题45、填空题22、判断题11、证明题9）

├── 全微分与可微性（中频，证明题16、计算题14、判断题7、填空题4）

├── 链式法则（基础，计算题14、填空题1）

├── 隐函数求偏导（中频，计算题32、证明题4、填空题3、选择题3）

├── 多元函数极值（高频，计算题30、选择题19、证明题12、判断题9）

├── 条件极值（基础，计算题11、证明题4、填空题3、判断题1）

├── 方向导数与梯度（高频，计算题36、填空题12、判断题10、选择题5）

└── 多元函数微分学的应用（中频，计算题34、证明题6、填空题5、选择题3）

五、题型精讲

题型 1：多元函数极限与连续（计算题）

识别标志：题干要求涉及「多元函数极限与连续」的概念辨析或计算（本章 30 题，含 计算题10、选择

题8、填空题6）。



典型例题 1.1（进阶 · 计算题）：

设 ，讨论  在  处的连续性。

解析：

Step 1：【思路分析】判断多元函数在一点的连续性，需检查极限是否等于函数值。用极坐标法或夹

逼法。　*(3 分)*

Step 2：令 ，则 

。当  时 ，故 ，连续。　*(6 分)*

Step 3：注意：  是  型不定式，极坐标是处理此类问题的标准方法。　*(1 分)*

✅ 答案：连续

⚠ 易错点

· 直线逼近只能说明沿直线连续，不能证明全面连续 —— 直接令  代入得 （概念不清）

· 误判为极限不存在 —— 认为不连续（概念不清）

· 二阶连续偏导条件下混合偏导与次序无关 —— 忘记  的对称性（概念不清）

练习：

1. 求 　*（答案：不存在）*

2. 设 。判断  在  处是否连续。　*（答案：B）*

3.  在  连续否？　*（答案：不连续）*

4. 问  在点  处可微的充分条件是：　*（答案：B）*

---

题型 2：偏导数（计算题）

识别标志：题干要求涉及「偏导数」的概念辨析或计算（本章 95 题，含 计算题45、填空题22、判断题

11）。

典型例题 2.1（基础 · 填空题）：

f (x, y) = ​ ​{
​,x +y2 2

x y2

0,
(x, y) = (0, 0)�
(x, y) = (0, 0)

f (x, y) (0, 0)

x = r cos θ, y = r sin θ ∣f (x, y) − 0∣ = ​ ​ ​ =r2
r cos θ sin θ3 2

r∣ cos θ sin θ∣ ≤2

r r → 0 ∣f∣→ 0 lim ​ f (x, y) =(x,y)→(0,0) 0 = f (0, 0)

​x +y2 2
x y2

​0
0

y = kx ​ →1+k2
kx 0

f ​ =uv f ​vu

lim ​ ​(x,y)→(0,0) x +y2 2
xy

f (x, y) = ​ ​{
​,x +y2 2

xy

0,
(x, y) = (0, 0)�
(x, y) = (0, 0)

f (0, 0)

f (x, y) = ​ ​{
​x +y4 2

x y2

0
(x, y) = (0, 0)�
(0, 0)

(0, 0)

f (x, y) (0, 0)



已知 ，求  在  处的值。

解析：

Step 1： 。　*(5 分)*

Step 2：代入 ： 。　*(5 分)*

✅ 答案：

⚠ 易错点

· 漏掉  项 —— （运算失误）

· 将  也求导了 —— （概念不清）

练习：

1. ，  可微，求 　*（答案： ， ）*

2. 函数  在点  处的全微分为（ ）　*（答案：B）*

3. 设 ， ， ，用链式法则求 。　*（答案： ）*

4. 设 ，其中  可导，则  ____。　*（答案： ）*

---

题型 3：全微分与可微性（证明题）

识别标志：题干要求涉及「全微分与可微性」的概念辨析或计算（本章 45 题，含 证明题16、计算题

14、判断题7）。

典型例题 3.1（掌握 · 填空题）：

求函数 在点(1,1)处的全微分。

解析：

Step 1：求偏导： ， 　*(3 分)*

Step 2：在点(1,1)处， ， 　*(3 分)*

Step 3：全微分dz=2dx+2dy　*(4 分)*

✅ 答案：

z = x y +2 xy2
​∂x

∂z (1, 2)

​ =∂x
∂z 2xy + y2

(1, 2) 2 × 1 × 2 + 2 =2 4 + 4 = 8

8

2xy 4

y 12

z = f (x −2 y , xy)2 f z ​, z ​x y z ​ =x 2xf ​ +u yf ​v z ​ =y −2yf ​ +u xf ​v

f (x, y) = x sin y2 (1, ​)2
π

z = f (x, y) x = u + v y = uv ​∂u
∂z f ​ +x vf ​y

z = f (x +2 y )2 f x ​ −∂y
∂z y ​ =∂x

∂z 0

z = x +2 y2

∂z/∂x = 2x ∂z/∂y = 2y

∂z/∂x = 2 ∂z/∂y = 2

x +2 y =2 z



⚠ 易错点

· 未求具体点的偏导值 —— 忘记代入点（步骤遗漏）

练习：

1. 判断：若f(x,y)在点(x0,y0)处可微，则f在该点连续。　*（答案：正确）*

2. 设z=f(x,y)由方程 确定，求全微分dz。　*（答案：dz = -(x dx + y dy)/z）*

3. 设 ，其中 f 具有二阶连续偏导数。(1) 求全微分 dz；(2) 求 。　*

（答案： ⋅ ⋅ ； ⋅ ⋅ ）

*

4. 设函数 。下列选项中正确的

是　*（答案：C）*

---

题型 4：链式法则（计算题）

识别标志：题干要求涉及「链式法则」的概念辨析或计算（本章 15 题，含 计算题14、填空题1）。

典型例题 4.1（进阶 · 计算题）：

设函数 z = f(xy, x/y)，其中 f 具有二阶连续偏导数。求  和 。

解析：

Step 1：令 u = xy, v = x/y，则 z = f(u,v)。由链式法则： ⋅ ⋅ ⋅

⋅ 。记 。　*(2 分)*

Step 2： ⋅ ⋅ 。需要分两项求导： ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

； ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 。　*(4 分)*

Step 3：合并得： ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 。　 *(2

分)*

Step 4：由二阶连续偏导条件知  ，消去交叉项，最终结果： ⋅ ⋅ ；

⋅ ⋅ ⋅ 。　*(2 分)*

✅ 答案： ⋅ ⋅ ； ⋅ ⋅ ⋅

⚠ 易错点

x +2 y +2 z =2 1

z = f (2x + 3y, x +2 y )2 ∂ z/∂x2 2

(1)dz = (2f ​ +1 2x f ​)dx +2 (3f ​ +1 2y f ​)dy2 (2)∂ z/∂x =2 2 4f ​ +11 8x f ​ +12 4x2 f ​ +22 2f ​2

f (x, y) = (x + y ) sin(1/(x + y )), (x, y) = (0, 0); 0, (x, y) = (0, 0)2 2 2 2 �

∂z/∂x ∂ z/∂x∂y2

∂z/∂x = f ​u ∂u/∂x + f ​v ∂v/∂x = y f ​ +u

(1/y) f ​v f ​ =1 ∂f /∂u, f ​ =2 ∂f /∂v

∂ z/∂x∂y =2 ∂/∂y(y f ​ +1 (1/y) f ​)2 (i)∂(y f ​)/∂y =1 f ​ +1 y (f ​11 x + f ​12

(−x/y ))2 (ii)∂((1/y) f ​)/∂y =2 −(1/y )2 f ​ +2 (1/y) (f ​21 x + f ​22 (−x/y ))2

∂ z/∂x∂y =2 f ​ +1 xy f ​ −11 (x/y) f ​ −12 (1/y )2 f ​ +2 (x/y) f ​ −21 (x/y )3 f ​22

f ​ =12 f ​21 ∂z/∂x = y f ​ +1 (1/y) f ​2

∂ z/∂x∂y =2 f ​ +1 xy f ​ −11 (1/y )2 f ​ −2 (x/y )3 f ​22

∂z/∂x = y f ​ +1 (1/y) f ​2 ∂ z/∂x∂y =2 f ​ +1 xy f ​ −11 (1/y )2 f ​ −2 (x/y )3 f22



· 本题主库未附错因。

练习：

1. 设 ，其中 ， ，求 。　*（答案： ）*

2. 设 ，其中  具有一阶连续偏导数，求 。　*（答案：

）*

3. 设 ，其中  具有一阶连续偏导数，求 。　*（答案： ）*

4. 设 ，求 。　*（答案： ）*

---

题型 5：隐函数求偏导（计算题）

识别标志：题干要求涉及「隐函数求偏导」的概念辨析或计算（本章 43 题，含 计算题32、证明题4、填

空题3）。

典型例题 5.1（进阶 · 计算题）：

设  由方程  确定，求 。

解析：

Step 1：【思路分析】隐函数求偏导，方程两边对  求偏导（  是  的函数）。　*(3 分)*

Step 2：两边对  求偏导： 。整理得 ，故 

。　*(6 分)*

Step 3：也可用隐函数求导公式 ，记 。　*(1 分)*

✅ 答案：

⚠ 易错点

· 把  的  误写成  —— （粗心大意）

· 乘积求导公式  —— 忘记  对  求导有两项（运算失误）

· 未检查极限类型就下结论 —— 直接认为 （概念不清）

练习：

1. ，求 　*（答案： ）*

2. 设 ， ，证明 。　*（答案：见解析）*

z = x y2 x = t y = t2 ​dt
dz 4t3

z = f (e sin y, x +x 2 y )2 f ​∂x
∂z

​ =∂x
∂z f ​ ⋅1

′ e sin y +x

f ​ ⋅2
′ 2x

z = f (xy, x −2 y )2 f ​∂y
∂z

​ =∂y
∂z xf ​ −1

′ 2yf ​2
′

z = sin(x +2 y )2
​∂x

∂z 2x cos(x +2 y )2

z = f (x, y) z −3 3xyz = a3
​∂x

∂z

x z x, y

x 3z z ​ −2
x 3yz − 3xyz ​ =x 0 (3z −2 3xy)z ​ =x 3yz z ​ =x ​z −xy2

yz

​ =∂x
∂z − ​F ​z

F ​x F (x, y, z) = z −3 3xyz − a3

​z −xy2
yz

3yz y x ​z −xy2
xz

(−3xyz) ​ =x −3yz − 3xyz ​x −3xyz x
​ =0

0 0

e =z xyz ​∂x
∂z

​x(z−1)
z

F (x, y, z) = 0 z = z(x, y) ​ ⋅∂x
∂z

​ ⋅∂y
∂x

​ =∂z
∂y −1



3. 设  由  确定，  可微，求 。　*（答案： ）*

4.  确定 ，求 　*（答案： ）*

---

题型 6：多元函数极值（计算题）

识别标志：题干要求涉及「多元函数极值」的概念辨析或计算（本章 75 题，含 计算题30、选择题19、

证明题12）。

典型例题 6.1（基础 · 选择题）：

函数  在点  处（ ）

解析：

Step 1： ，驻点 。　*(3 分)*

Step 2：二阶偏导 ， ，且 ，故为极小值。　*(7 分)*

✅ 答案：B

⚠ 易错点

· 误判符号 —— 选 A（运算失误）

· 认为  则为鞍点，但  正 —— 选 D（概念不清）

练习：

1. 求  的极值　*（答案：极小值 ）*

2. 求函数  的极值点。　*（答案：  为极小值点，极小值 ）*

3. 求  的极值　*（答案：极小值 ）*

4. 函数  的驻点为（ ）　*（答案：A）*

---

题型 7：条件极值（计算题）

识别标志：题干要求涉及「条件极值」的概念辨析或计算（本章 19 题，含 计算题11、证明题4、填空题

3）。

典型例题 7.1（基础 · 计算题）：

z = z(x, y) F (xy, z) = 0 F x ​ −∂x
∂z y ​∂y

∂z 0

x + y + z = ez z = z(x, y) ​∂x
∂z

​e −1z
1

f (x, y) = x +2 y2 (0, 0)

f ​ =x 2x,  f ​ =y 2y (0, 0)

f ​ =xx 2,  f ​ =yy 2,  f ​ =xy 0 Δ = 4 > 0 f ​ >xx 0

Δ > 0 f ​xx

f (x, y) = x +2 y −2 xy − 2x + y f (1, 0) = −1

f (x, y) = x +2 xy + y −2 3x − 3y (1, 1) −3

f (x, y) = x +3 y −3 3xy f (1, 1) = −1

f (x, y) = x +3 y −3 3xy



求函数 在约束条件x+y=1下的条件极值。

解析：

Step 1：拉格朗日函数 　*(2 分)*

Step 2：偏导： ， ， 　*(2

分)*

Step 3：前两式相减得x-y=0，故x=y　*(2 分)*

Step 4：代入约束得x=y=1/2　*(2 分)*

Step 5：f=1/4+1/4+1/4=3/4　*(2 分)*

✅ 答案：极小值3/4，在(1/2,1/2)处

⚠ 易错点

· 方法错误 —— 忘记构造拉格朗日函数（概念不清）

练习：

1. 求函数 在约束条件 下的最大值和最小值。　*（答案：最大值2，最小

值1）*

2. 在条件x+y+z=1下，函数 的极小值为______。　*（答案：1/3）*

3. 函数  在约束条件  下的最小值为 。　*（答案： ）*

4. 用拉格朗日乘数法求  在约束  下的最大值。　*（答案：最大值 （

处））*

---

题型 8：方向导数与梯度（计算题）

识别标志：题干要求涉及「方向导数与梯度」的概念辨析或计算（本章 66 题，含 计算题36、填空题

12、判断题10）。

典型例题 8.1（进阶 · 计算题）：

函数  在点  处沿方向  的方向导数为：

解析：

f (x, y) = x +2 xy + y2

L = x +2 xy + y +2 λ(x + y − 1)

∂L/∂x = 2x + y + λ = 0 ∂L/∂y = x + 2y + λ = 0 ∂L/∂λ = x + y − 1 = 0

f (x, y) = x +2 2y2 x +2 y =2 1

f (x, y, z) = x +2 y +2 z2

f (x, y) = x +2 y2 x + y = 1 ​ ​2
1

f (x, y) = xy x + y = 2 1 x = y = 1

f (x, y) = x +2 y2 (1, 1) =l (1, 2)



Step 1：【思路分析】方向导数公式 ，其中  是单位方向向量。　*(3 分)*

Step 2： ，在   处为  。 。方向导数为  

。　*(6 分)*

Step 3：注意：方向导数与梯度的关系：梯度方向是方向导数最大的方向。　*(1 分)*

✅ 答案：

⚠ 易错点

· 方向导数公式中需用单位方向向量 —— 忘记单位化直接用 （概念不清）

· 梯度是偏导组成的向量 —— 梯度计算错误为 （运算失误）

·  在   附近为   —— 误解   在   处为  

（概念不清）

练习：

1.  在  处沿  的方向导数　*（答案： ）*

2. 函数   在点   处沿哪个方向的方向导数最大？最大值为多少？　*（答案：

，最大方向导数为 ）*

3. 函数  在点  处沿曲线  在该点切线方向的方向导数为：　*（答案： ）*

4.  在  处沿哪个方向方向导数最大？　*（答案： ， ）*

---

题型 9：多元函数微分学的应用（计算题）

识别标志：题干要求涉及「多元函数微分学的应用」的概念辨析或计算（本章 49 题，含 计算题34、证

明题6、填空题5）。

典型例题 9.1（基础 · 计算题）：

求曲线  在  处的切向量和切线方程。

解析：

Step 1：【思路分析】切向量为 ，在  处求值。　*(3 分)*

Step 2： ， 。　*(3 分)*

Step 3： ，切线方程 。　*(4 分)*

​ =∂l
∂f ∇f ⋅ ​l0 ​l0

∇f = (2x, 2y) (1, 1) (2, 2) ​ =l0 ​ =
​1 +22 2

(1,2) ( ​, ​)
​5

1
​5

2 (2, 2) ⋅

( ​, ​) =
​5

1
​5

2
​ +
​5

2
​ =
​5

4
​

​5
6

​

​5
6

(1, 2)

(x , y )2 2

ln cos x x = 0 ln(1 − ​ +2
x2

...) ∼ − ​2
x2

ln cos x x = 0 ln 1 = 0

f (x, y) = x +2 2y2 (1, 1) =l (1, 1) 3 2

f (x, y) = x y2 (1, 2)
∇f (1, 2) = (4, 1) ​17

f (x, y) = x y2 (1, 2) y = x2 0

f = x y2 (1, 2) (4, 1) ​17

r(t) = (t,  t ,  t )2 3 t = 1

r (t)′ t = 1

r (t) =′ (1, 2t, 3t )2 r (1) =′ (1, 2, 3)

r(1) = (1, 1, 1) ​ =1
x−1

​ =2
y−1

​3
z−1



✅ 答案：切向量 ，切线 

⚠ 易错点

· 混淆位置与切向量 —— 切向量写成 （概念不清）

· 粗心 —— 切线方程漏  项（粗心大意）

练习：

1. 求曲线  在点  处的切向量。　*（答案： ）*

2. 求曲面  与平面  的交线在点  处的切向量。　*（答

案：  或其倍数）*

3. 求曲线  在  处的切线和法平面方程。　*（答案：切线 ，法平

面 ）*

4. 曲面  在点  处的法线方程为____。　*（答案： ）*

---

六、方法总结

题型 方法 注意事项

多元函数极限与连续 计算题 常见粗心；偏导概念不清

偏导数 计算题 常见错误；概念偏差

全微分与可微性 证明题 需验证定义；未求具体点的偏导值

链式法则 计算题  也随  变化，须用链式法则；$2t \cdot t^2 + t^2 \cdot 2t

隐函数求偏导 计算题 常见错误；概念偏差

多元函数极值 计算题 概念偏差；常见错误

条件极值 计算题 方法错误；未讨论x=0或y=0

方向导数与梯度 计算题 常见错误；概念偏差

多元函数微分学的应用 计算题 常见错误；常见粗心

(1, 2, 3) ​ =1
x−1

​ =2
y−1

​3
z−1

(1, 1, 1)

z

​{
x + y = 12 2

z = x − y2 2 (1, 0, 1) (0, 1, 0)

x +2 y +2 z =2 1 x + y + z = 0 ( ​, ​, − ​)
​6

1
​6

1
​6

2

(1, −1, 0)

(t) =r (t,  t ,  t )2 3 t = 1 ​ =1
x−1

​ =2
y−1

​3
z−1

x + 2y + 3z − 6 = 0

z = x +2 y2 (1, 1, 2) ​ =2
x−1

​
=2

y−1
​−1

z−2

y t



高频错误速查：概念不清 × 276；运算失误 × 248；步骤遗漏 × 92；粗心大意 × 83；方法选择不当

× 38。

七、交互式自测

本章主库可作答题目 437 题，建议按「基础 → 进阶 → 掌握 → 挑战」分层完成：113 / 137 / 123 / 62。

八、压轴题三视角：重组 / 迁移 / 创新

视角 1（重组）：设  有二阶连续偏导， ， ，证明 

。

视角 2（迁移）：二元分类交叉熵损失 ， 。求 。

视角 3（创新）：平面两连杆运动学 ，求雅可比矩阵 。

---

九、思维品格加油站

**品格一 · 局部与整体**：从一元到多元，用局部线性逼近把握整体形态。

**品格二 · 计算耐力**：多重链式法则考验条理与耐心，步骤即方法。

**品格三 · 最优化意识**：极值与条件极值呼应现实中的"最优"问题。

考研数学一 ·「重积分」一轮复习教案

由定积AI 真题主库派生（零编造 · 零外链）。本章映射主库 **320 题**，覆盖 **2 个知识点**；例题、答

案、易错点、压轴题均取自可作答题目。

z = f (x, y) x = r cos θ y = r sin θ ​ +∂x2
∂ z2

​ =∂y2
∂ z2

​ +∂r2
∂ z2

​ ​ +r
1

∂r
∂z

​ ​r2
1

∂θ2
∂ z2

L = −[y ln p + (1 − y) ln(1 − p)] p = σ(wx + b) ​∂w
∂L

​{
x = L ​ cos θ ​ + L ​ cos(θ ​ + θ ​)1 1 2 1 2

y = L ​ sin θ ​ + L ​ sin(θ ​ + θ ​)1 1 2 1 2
J



一、考情分析

「重积分」是考研数学的考点，章内主库题量 320 题，难度分布：基础 96 · 进阶 117 · 掌握 83 · 挑战

24。

知识点覆盖：二重积分（244 题）；三重积分（76 题）

二、历年命题规律（方向分析）

节点 题量 考频 典型抓手

二重积分 244 高频 检查计算过程；概念偏差；极坐标面积元素  的  是雅可比行列式的结果

三重积分 76 中频 检查计算过程；概念偏差；常见粗心

三、考向预测

**重组（约 50%）**：以 二重积分、三重积分 为核心，与前后章知识（微分/积分/级数）交叉命

题。

**迁移（约 35%）**：把本章方法迁移到几何/物理建模与含参讨论题。

**创新（约 15%）**：参数讨论型、反例构造型与综合证明型。

四、知识框架

ch9 重积分

├── 二重积分（高频，计算题150、选择题39、填空题22、证明题18）

└── 三重积分（中频，计算题51、填空题16、选择题6、判断题2）

rdrdθ r



五、题型精讲

题型 1：二重积分（计算题）

识别标志：题干要求涉及「二重积分」的概念辨析或计算（本章 244 题，含 计算题150、选择题39、填

空题22）。

典型例题 1.1（基础 · 计算题）：

计算二重积分 ，其中 。

解析：

Step 1： 　*(10 分)*

✅ 答案：

⚠ 易错点

· 计算  时忘记 ，或  算成  —— （运算失误）

· 错误地用对称性，但区域不是关于原点对称 —— （粗心大意）

· 极坐标面积元素  的  是雅可比行列式的结果 —— 极坐标下面积元素写成 ，遗漏  因

子（概念不清）

练习：

1. 计算二重积分 ，其中 。　*（答案： ）*

2. 计算二重积分 ，其中  由  围成。　*（答案： ）*

3. 交换积分次序： 。　*（答案： ）*

4. 计算二重积分 ，其中 。　*（答案： ）*

---

题型 2：三重积分（计算题）

识别标志：题干要求涉及「三重积分」的概念辨析或计算（本章 76 题，含 计算题51、填空题16、选择

题6）。

典型例题 2.1（基础 · 计算题）：

I = ​ xy dσ∬D D = {(x, y)∣ 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 2}

I = ​ ​ xy dy dx =∫0
1 ∫0

2
​ x ⋅∫0

1
​y ​ ​dx =2

1 2
0
2

​ 2xdx =∫0
1 1

1

​ 2xdx∫0
1

​2
1

​ ydy∫0
1 1 2

0

rdrdθ r dσ = drdθ r

I = ​ x dσ∬D
2 D = {(x, y)∣ 0 ≤ x ≤ 1,  0 ≤ y ≤ 2} ​3

2

I = ​(x +∬D y) dσ D x = 0, y = 0, x + y = 1 ​3
1

​ dx ​ f (x, y)dy∫0
1 ∫0

x
​ dy ​ f (x, y)dx∫0

1 ∫y
1

I = ​ y sin(xy) dσ∬D D = [0, 1] × [0, ​]2
π

​ −2
π 1



计算三重积分 ，其中  为圆柱体 。

解析：

Step 1：【思路分析】被积函数为 ，区域为圆柱，用柱坐标最自然，  从0到3，  从0到

2，  从0到 。　*(3 分)*

Step 2：柱坐标变换： ， 。　*(3 分)*

Step 3： 。　*(4 分)*

✅ 答案：

⚠ 易错点

· 漏掉  因子或  积分长度算错 —— （运算失误）

· 将  误认为 ，少乘  —— （概念不清）

练习：

1. 计算 ，其中  由锥面  和平面  围成。　*（答案： ）*

2. 计算三重积分 ，其中  是球体 。　*（答案： ）*

3. 将三重积分  在柱坐标下展开，其中  由  与  围成。　*（答案：

）*

4. 用先二后一法（截面法）计算 ，其中  为单位球体 。　*（答案： ）

*

---

六、方法总结

题型 方法 注意事项

二重积分 计算题 检查计算过程；概念偏差

三重积分 计算题 检查计算过程；概念偏差

高频错误速查：概念不清 × 231；运算失误 × 181；粗心大意 × 68；步骤遗漏 × 63；方法选择不当 ×

30。

I = ​(x +∭Ω
2 y ) dV2 Ω x +2 y ≤2 4,  0 ≤ z ≤ 3

x +2 y =2 r2 z r

θ 2π

x = r cos θ,  y = r sin θ,  z = z dV = r dr dθ dz

I = ​ ​ ​ r ⋅∫0
2π ∫0

2 ∫0
3 2 r dz dr dθ = ​

dθ ​ r dr ​
dz =∫0

2π ∫0
2 3 ∫0

3 2π ⋅ ​ ⋅4
16 3 = 24π

48π

r z 12π

x +2 y2 r r 72π

​ z dV∭Ω Ω z = ​x + y2 2 z = 1 ​4
π

I = ​ ​ dV∭Ω x + y + z2 2 2 Ω x +2 y +2 z ≤2 a2 πa4

​ f (x, y, z) dV∭Ω Ω z = x +2 y2 z = 2

​ ​ ​ f (r cos θ, r sin θ, z) r dz dr dθ∫0
2π ∫0

​2 ∫r2
2

​ z dV∭Ω
2 Ω x +2 y +2 z ≤2 1 ​15

4π



七、交互式自测

本章主库可作答题目 320 题，建议按「基础 → 进阶 → 掌握 → 挑战」分层完成：96 / 117 / 83 / 24。

八、压轴题三视角：重组 / 迁移 / 创新

视角 1（重组）：计算二重积分 ，其中 。

视角  2（迁移）：证明：若   在关于   轴对称的区域   上连续，且  ，则

。

视角 3（创新）：创造一道需要用  表示旋转体体积的问题。

---

九、思维品格加油站

**品格一 · 化繁为简**：把区域分解、把积分累次，复杂问题拆成可算的块。

**品格二 · 几何想象力**：在坐标变换中理解面积与体积元素的伸缩。

**品格三 · 守恒思想**：换元积分中的雅可比，体现"度量随变换而变"。

I = ​ sin π ​ dσ∬D ( x + y2 2) D : x +2 y ≤2 1

f (x, y) x D f (x, −y) = −f (x, y)
​ f dσ =∬D 0

​ f (x, y) dA∬D


